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Re´sume´ :
Dans les mate´riaux fragiles, la concentration des contraintes en pointe de fissure rend les proprie´te´s
macroscopiques de rupture tre`s sensibles aux he´te´roge´ne´ite´s a` l’e´chelle de la microstructure. Ainsi,
la re´sistance macroscopique d’un solide de´pend fortement des fluctuations de re´sistance a` l’e´chelle
microscopique. Pour de´crire quantitativement ce phe´nome`ne dans les mate´riaux de´sordonne´s, nous
mode´lisons tout d’abord le comportement de la fissure par une e´quation de mouvement stochastique
prenant en compte le roˆle de la microstructure. Notre approche est tout d’abord valide´e en comparant
nos pre´dictions the´oriques avec de re´centes observations expe´rimentales faites sur la dynamique et la
morphologie d’un front de fissure [1,2]. Nous montrerons ensuite comment utiliser cette approche pour
de´terminer de fac¸on quantitative la re´sistance eﬀective d’un mate´riau fragile a` partir des proprie´te´s
de sa microstructure.
Abstract :
In brittle solids, stress concentration at crack tips makes the macroscopic fracture properties very
sensitive to heterogeneities at the scale of the microstructure. So, the macroscopic resistance of a solid
depends strongly on the resistance fluctuations at the microscopic scale. To describe quantitatively
this phenomenon in disordered materials, we model first the behavior of the crack by a stochastic
equation of motion taking into account the role of the microstructure. Our approach is first validated
by comparing our theoretical predictions with recent experimental observations made on the dynamics
and morphology of a crack front [1,2]. We show how to use this approach to determine the eﬀective
resistance of a brittle material from the characterics of its microstructure
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1 Introduction
La rupture des mate´riaux he´te´roge`nes a une grande importance dans beaucoup de domaines. Ce sujet
est loin d’eˆtre compris, et a e´te´ largement e´tudie´ au cours de ces dernie`res de´cennies. La compe´tion
entre les forces de pie´geage dues a` l’he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau et les forces e´lastiques dues au char-
gement exte´rieur joue un role centrale pour les mate´riaux fragiles, et gouverne en grande partie le
comportement de la fissure.
Plusieurs travaux a` la fois expe´rimentaux et theoriques ont e´te´ consacre´s aux comportements des fis-
sures interfaciales coplanaires dans des mate´riaux de´sordonne´s. Dans ce type de syste`me, il a e´te´ e´tabli
que le front de la fissure pre´sente des proprie´te´s d’invariance d’e´chelle. En raison de l‘’he´te´roge´ne´ite´
du mate´riau, le front se propage par des sauts soudains de toutes tailles.
Dans un premier temps, on rappellera les fondations de notre approche permettant de de´crire le
mouvement d’une fissure dans une interface he´te´roge`ne. On testera ensuite la pertinence de notre
approche en comparant nos pre´dictions the´oriques avec de re´centes observations expe´rimentales faites
dans une
1
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
telle geometrie [1]. On utilisera alors ensuite notre mode`le pour determiner comment les caracte´ristiques
du champ he´te´roge`ne de re´sistance a` l’e´chelle microscopique influent sur la re´sistance eﬀective macro-
scopique de l’interface.
2 Pre´sentation du mode`le
Figure 1 – Fissure d’interface
Afin de de´terminer l’e´quation de mouvement d’une fissure coplanaire dans un mate´riau de´sordonne´,
on e´crit l’e´nergie de rupture a` l’e´chelle microscopique par un champ ale´atoire gaussien Gc(x, z) dont la
valeur moyenne et l’e´cart type sont note´s respectivement par ￿Gc￿ et δGc. Le sche´ma de la Fig. 1 four-
nit la description du syste`me conside´re´, ainsi que les notations utilise´es par la suite. L’he´te´roge´ne´ite´
du mate´riau ge´ne`re des perturbations ge´ome´triques du front de fissure. Celles-ci engendrent alors des
variations du taux de restitutions d’e´nergie G(z, t) le long du front . Dans la limite de faibles pertur-
bations, cette variation δG(z, t) peut se calculer par la formule de Rice [3]. L’e´quation de mouvement
est alors obtenue en utilisant le fait que la vitesse locale d’avance´e du front est proportionnelle a` la
diﬀe´rence entre le taux de restitution d’e´nergie et l’e´nergie de rupture [4] :
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Dans le cas d’une propagation stable de la fissure conside´re´e ici, k est une constante positive de´pendant
de la ge´ome´trie de l’e´chantillon et vm est la vitesse moyenne impose´e a` la fissure par le chargement
exte´rieur. G0 correspond au taux de restitution macroscopique impose´ au syste`me. On obtient alors
l’e´volution du front de fissure a` l’interface de´sordonne´e en re´solvant nume´riquement l’Eq. (1).
3 Proprie´te´s statistiques du front
Afin de valider notre approche, nous comparons les pre´dictions de notre mode`le sur les proprie´te´s
statistiques du front avec les observations expe´rimentales.
3.1 Rugosite´ du front
A partir de notre mode`le, nous avons calcule´ nume´riquement la fonction d’autocorre´lation des fluc-
tuations de hauteurs (Fig. 2) de´finie par :
∆f(δz) = ￿[f(z + δz, t)− f(z, t)]2￿1/2z,t (2)
On observe que cette fonction suit une loi de puissance ∆f(δz) ∝ δzζ avec ζ ∼ 0.4. Ce re´sultat est
en accord avec les pre´dictions the´oriques pour des e´quations de pie´geage de lignes e´lastiques en milieu
de´sordonne´ similaires a` l’Eq. (1) [5]. Il est e´galement en accord avec les observations expe´rimentales
faites sur des fissures se propageant a` l’interface he´te´roge`ne entre deux plaques de Plexiglas [1]
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Figure 2 – Fonction de corre´lation des perturbations ge´ome´triques du front de fissure. On observe
que cette fonction suit une loi de puissance ∆f(δz) ∝ δzζ avec ζ ∼ 0.4.
3.2 Corre´lation des vitesses
Pour caracte´riser la dynamique locale du front, nous adoptons une me´thode d’analyse de´veloppe´e dans
la Re´f. [6] permettant de calculer le temps passe´ par le front en chaque point de l’interface. A partir
de cette me´thode, on obtient une matrice de temps d’attente w(z, x) permettant d’avoir les vitesses
locales v(z, t) le long du front.
On peut alors calculer la fonction d’autocorre´lation des vitesses locales en temps (Fig. 3). Cette
fonction suit une loi exponentielle de la forme C(δt) ∝ e−δt/t∗ avec t∗ ∼ 1v . Ces re´sultats sont en bon
Figure 3 – Fonction de corre´lation de vitesse C(δt) normalise´e.
accord avec des observations expe´rimentales re´centes [1].
D’autre part, nous observons que la dynamique locale du front est tre`s intermittente, caracte´rise´e
par des sauts rapides du front d’une position a` l’autre, e´galement appele´s avalanches. Dans la section
suivante, nous e´tudions la statistique de ces avalanches.
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3.3 Proprie´te´s statistiques des avalanches
Nous de´finissons les avalanches comme des zones d’aire S de l’interface ou` la vitesse locale du front
est supe´rieure a` une valeur seuil C. Sur la Fig. 4a, on a re´pre´sente´ la distribution de taille de ces
avalanches pour diﬀe´rentes valeurs de seuil c. Elle suit la loi suivante :
P (s) ∼ Sγexp(−S/S∗) (3)
Apre`s normalisation des courbes par la quantite´ S∗(c), on obtient l’e´volution donne´e en Fig. 4b,
caracte´rise´e par l’exposant γ ￿ 1.6. en bon accord avec les expe´riences [6].
Figure 4 – Distribution de taille d’avalanches avant et apres normalisation.
4 Application a` la pre´diction de la re´sistance eﬀective de solides
de´sordonne´s
Figure 5 – variation de la re´sistance eﬀective macroscopique en fonction des fluctuations de re´sistance
a l’e´chelle microscopique
Comme illustre´ pre´ce´demment, notre approche permet de de´crire l’eﬀet de la microstructure sur le
comportement de la fissure. On va alors utiliser cette approche pour identifier les proprie´te´s de la
microstructure du mate´riau qui gouvernent sa re´sistance macroscopique eﬀective.
La figure 5 repre´sente les pre´dictions pour les variations de l’e´nergie de rupture normalise´es (Gc −
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￿Gc￿/￿Gc￿ )par sa valeur moyenne ￿Gc￿ = Gc d’une interface fragile de´sordonne´e en fonction de sa
de´viation standard normalise´e σGc = δGc/￿Gc￿ Nous observons deux re´gimes :
– un re´gime line´aire pour lequel Gc ∼ σGc pour σGc < 0.1
– et un re´gime en loi de puissance Gc ∼ σαGc pour σGc > 0.1 avec α ∼ 1.6
Dans ce cas, plus le de´sordre du mate´riau augmente de fac¸on significative, plus la re´sistance eﬀective
de l’interface du mate´riau augmente.
5 Conclusion
A partir de la description stochastique propose´e ici, il est possible de de´crire de fac¸on quantitative le
mouvement d’un front de fissure dans une interface de´sordonne´e.
Cette approche nous a e´galement permis de pre´voir l’eﬀet du de´sordre de l’interface sur sa re´sistance
eﬀective. En particulier, on observe que la re´sistance eﬀective augmente de fac¸on non ne´gligeable avec
le de´sordre du mate´riau. Cela sugge`re que les he´te´roge´ne´ite´s des solides a` l’e´chelle de sa microstructure
pourraient eˆtre mises a` profit pour augmenter leur re´sistance.
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